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Etude variationnelle d’'une double perturbation.
Application au calcul des constantes
de couplage entre spins nucleaires
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Double Perturbation Variational Study.
Application to Nuclear Spin-Spin Coupling Constants

1. Theoretical part

The influence of the perturbed variational function upon the calculation of a double perturbation
is shown and the convergence of the results is analysed when this function is developed upon a basis set.
In coupling constant calculations, the singularity of the Fermi contact term leads to a divergence if a
correct variational calculation is performed. The different works concerning this subject are analysed
and a method is proposed.
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1. Introduction

La plus grande partie des constantes de couplage entre deux spins nucléaires
N et N’ provient de la perturbation du second ordre correspondant a 'opérateur
de contact de Fermi [1]. Par suite de I'isotropie du tenseur des constantes de
couplage [2], on peut se limiter aux termes suivants:

H' =pH, o +vHy; (1)
avee 4ﬁh
= T?’NINz Hyo= ZAiNSiz
4Ph
V= —ﬁ“‘VN'IN'z Hy = ZAiN’Siz'

3

Les différents symboles ont leur signification habituelle et A;y est pris
généralement sous la forme limite proposée par Fermi [1].

Ajn=4nd(ry) . 2

* Ce travail fait partie de la thése de Doctorat-€s-Sciences de Monsieur J. Paviot (Bordeaux 1971)
enregistrée aux archives originales du C.N.R.S,, sous le n° AO 2755.
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La constante de couplage Jy 5 se déduit de I"énergie de couplage:
Eyy =hdyyIn. Iy,

qui ne correspond qu’a une partie de I'énergie perturbée de second ordre. Cette
énergie s’écrit dans le formalisme de la méthode de la double perturbation:

E(Z) = ’quzo + VZEOZ + ,qull = ENN + EN'N’ + ENN' .

Si 'on utilise 'opérateur de contact sous la forme (1) et (2), les énergies de
self-couplage Eyy et Ey. 5 sont infinies [3], ce qui rend impossible un calcul
variationnel correct.

Un certain nombre de calculs ont cependant été réalisés par différents auteurs
[4—-16]. Cest T'object principal de ce premier article d’analyser en détail les
différentes méthodes utilisées.

Nous emploierons par la suite le formalisme général de la méthode de doubie
perturbation, car les remarques suivantes peuvent étre appliquées au calcul
d’autres propriétés du second ordre.

2. Equations generales

Nous nous proposons d’appliquer la méthode des variations a une fonction
de la forme:

Y=YPoo+ UP10+ VP01, (3)
Yio= Zak(pk et . oy = Zbﬂ!’i . 4
3 I

L’¢tat non perturbé y,, est supposé non dégégéré et les deux bases {p,}
et {¢;} ne sont pas nécessairement identiques.
On peut alors développer I'énergie E définie par la relation:

{p|Hpo + RE o+ VHy; — Ely) =0
sous la forme:
E=E00 +,uE10 + VEOI +/12E20 +/lVE11 +v2E20 .

Un tel développement formel ne correspond véritablement aux différents ordres
de perturbation dans un processus variationnel que si les familles de fonctions
définissant v, , et 1y, n’améliorent pas Pénergie non perturbée E,,. Ceci implique:

{@10lHoo — Eqol Wo0? = Wo1|Hoo — Eool Wo0> =0

C’est le cas pour le calcul des constantes de couplage des molécules a couches
complétes a cause de 'orthogonalité des fonctions de spin. C'est également le
cas sl ;o et Yy, ont une symétrie différente de 1y, ou, naturellement, si o, est
la fonction rigoureuse du systéme non perturbé.
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On obtient alors:
Eoo = {YoolHool Y00>
Eio={woolHyol Y00y
Ey, = <1Poo|bHo1| Yooy
Ezo=<w10lHoo — Eool ¥10) + {WoolHyo — E1ol W10 + W1i0lHio — E1ol Yoo
Eop = {Wo1lHoo — Egol Y017 + {WoolHo1 — Eo1l Wo1? + Wo1lHo1 — Eo1l Woo)
Eyy =<wo1lHoo — Egol Y102 + {¥10Hoo — Eool Wo1> + WoolHio — E1ol Wo1)
+ {Yo1lHio — E1ol woo) + {¥oolHo1 — Eo1l W10
+ {W10lHo1 — Eo1l ¥oo) -
On notera que dans le cas des constantes de couplage
Eoy=E =0
par suite du spin.
La minimisation de ’énergie totale du systéme E par rapport aux paramétres
variationnels a, et b, revient alors 4 minimiser I’énergie totale du second ordre E@.
On obtient facilement en dérivant par rapport & ces paramétres les systémes
d’équation:
I {Z a;{@ulHoo — Eqol 9> + {@x|Hio— E ol 1Poo>}

, (5-a)
+ #V{Z b;{@i|Hpo — Eol @)+ {@xlHy; — Eq;4l lPoo>} =0,
J

v {z bi<@;|Hyo — Eool @) + {¢@;[Hyy — Eo,] V’oo>}
j

) , (5-b)
+ .UV{Z a;{@1|Hoo — Eqol @;7 + {@y|Hyo — Eql lPoo>} =0.

On remarquera que la dérivation des énergies de self-couplage E,, et E,,
conduit respectivement aux conditions différentes:

Z a; {@ylHoo — Eqol ¢:> +<{@|Hyo — Eqol Yooy =0, (6-a)
Z bi{@i|1Hyo — Egol @3>+ {@i|Hoy — Eo1] woop =0. (6-b)
J

Ces conditions correspondent a des minimums, car les variations de ces
quantités au deuxiéme ordre

52E20 = {6y 10lHoo — Egol 09107
52E02 = (6wo11Hoo — Egol w01

ne peuvent étre que positives, puisque nous avons supposé qu'aucune des fonctions
P14 OU Po, N'améliore I'énergie non perturbée E,.
Par dérivation de ’énergie de couplage E,, on obtient:

Z b;{@ilHoo — Egol 95 + <@xlHoy — Eo 1| woo> =0, (7-a)
j

Z a;{@;|Hoo — Eqol ¢ +{@1|Hy 0 — E1ol woo) =0. (7-b)
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11 ne s’agit pas ici d’un extrémum, mais d’un simple état stationnaire, puisque
le signe de la variation du second ordre

52E11 = 2{0yo1|Hpo — Eqol 0910y

peut étre modifié si 'on change le signe de vy, ou de Sy, .

11 est facile de voir que les conditions (5-a) et (5-b) ne sont généralement pas
équivalentes aux conditions (6-a), (6-b), (7-a), (7-b). En particulier les solutions de
(5-a) et (5-b) doivent en général dépendre du rapport u/v contrairement a celle
des équations (6-a), (6-b), (7-a) et (7-b).

Cependant, si les deux bases sont identiques, on peut poser ¢;= @, et les
conditions (5-a) et (5-b), d’une part, et (6-a), (6-b), (7-a) et (7-b) d’autre part devien-
nent elles-mémes identiques.

En d’autres termes, on n'est assuré que le minimum de I'énergie totale du
second ordre E@ correspond aux minimums des énergies de self-couplage E,,
et E,, et a I’état stationnaire de I'énergie de couplage E,; que si les deux bases
{p,} et {¢}} sont identiques (ou sous-tendent le méme espace fonctionnel).

Ce sera en particulier le cas si les bases précédentes sont complétes. La non-
concordance de ces conditions et la dépendance des solutions de (5-a) et (5-b) du
rapport p/v apparait donc comme un artefact dit 4 un choix défectueux des bases.
Nous verrons cependant que les singularités des opérateurs H;, et Hy; ont
souvent conduit les chercheurs 4 un tel choix. .

On notera également que, dans le cas de I'identité des deux systémes, les
conditions précédentes permettent de simplifier 'expression de I'énergie de
couplage E,, et d’écrire par exemple:

E; 1 =<wolHy; — Eo1l W10y +<wi0lHo1 — Eo1l Yooy

sans faire intervenir la fonction y,, (théoréme d’échange de Dalgarno et Stewart
[19]). Cette propriété n’est plus en général satisfaite si les deux bases sont
différentes.

3. Convergence des energies perturbees

Soit E" I’énergie approchée calculée lorsque 'on développe yo et o, sur
une méme base {p,;} de n fonctions qui n’améliore pas les énergies approchées
d’ordre inférieur a 2. D’aprés le théoréme des variations, E” est supérieure ou
égale A Iénergie exacte, mais ceci n’implique pas de relations analogues pour les
différents ordres de perturbation, sauf si les fonctions d’ondes d’ordres inférieurs
sont exactes. Cependant, comme le calcul revient & chercher le minimum de
E,o, Ey, et E@, on peut étre assuré que, a chaque fois que 'on augmentera la
base, on aura:

+1 +1 2yn+1 2
B0 <E  Ep;'<Ej, E@UTI<E®"
et, par conséquent, une convergence monotone vers les valeurs limites E%,,

EZ, et E?® que T'on peut considérer comme les meilleures énergies perturbées,
au sens de la méthode des variations, correspondant a une fonction y,, donnée.
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Pour ’énergie de couplage, on a la relation:
+1 2 +1 2 +1
pv(ETT ' —E1) S — pr(EYs " — Ej0) — vi(EG: — Ep2)

+1
Ell" —Ei 1 =-1

soit:

ol 4 est une quantité négative si p et v ont le méme signe. Ce n’est que lorsque 1 est
négligeable et tend vers zéro que l'on a, & la précision considérée:

+1
Ei1 SEf, .

Ainsi la recherche d’une convergence de E,, conduit & choisir des fonctions
perturbées représentant suffisamment bien les perturbations H;, et Hy, pour que
la quantité 5 soit effectivement négligeable.

4. Analyse critique des calculs de constante de couplage

Les remarques précédentes permettent de dégager un certain nombre de
conditions nécessaires a un calcul variationnel correct des constantes de couplage.

Ce n’est que si les bases sur lesquelles sont développées les fonctions 4
et 1py, sont identiques que le minimum de Iénergie totale du second ordre cor-
respond au minimum des énergies de self-couplage et & un état stationnaire de
I’énergie de couplage. Dans le cas contraire, on obtient un développement
théorique moins satisfaisant.

L’énergie E,, ne convergera de maniére quasi-monotone, lorsque I'on tentera
d’améliorer le calcul en étendant la base, que si les énergies de self-couplage ont
elles-mémes atteint leurs valeurs de convergence.

Ainsi, il est nécessaire de développer les fonctions 1y, et p,, sur des bases
suffisamment bien adaptées aux perturbations H, , et H,,. Cette question constitue
une des difficultés majeure du calcul des constantes de couplage. Dans lap-
proximation habituelle du terme de contact de Fermi [1], le calcul de la fonction
perturbée au premier ordre pour un atome [3] fait apparaitre que cette fonction
doit comporter des singularités en 1/r;y et Logr;y. L'inclusion de telles singu-
larités dans les calculs moléculaires conduit & des énergies de self-couplage
infinies et il semble pourtant que ce critére, li¢ 4 la nature méme de 'opérateur,
doit étre imposé a la base de fonctions utilisée.

Compte tenu de cette analyse, on peut dresser le Tableau 1 dans lequel nous
avons rassemblé les caractéristiques d'un certain nombre de travaux sur la
constante de couplage de la molécule H-D. Nous avons également cherché a
replacer dans ce cadre les travaux effectués en utilisant la méthode des perturba-
tions de Ramsey [20].

On voit qu’un certain nombre d’auteurs [5, 6, 10, 11] utilisé des fonctions
perturbées ne possédant pas de singularités. C'est dans cette catégorie que I'on
doit placer également les travaux utilisant T'application due a Ramsey de la
méthode des perturbations avec une base réduite. L’énergie de self-couplage est
alors trés mal évaluée et les énergies de couplage peuvent ne pas converger lorsque
I'on augmente la base. C’est ce qui a été effectivement observé par plusieurs
auteurs [12, 21].
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Tableau 1
Auteurs Fonction perturbée Critére
Singularit¢  Base Deux JE,, 0E,, -0 0Ey;  0Ey _0
unique  bases da; ob, da; ~ 0b,

Stephen [4] oui X x
Ishiguro [5] non X X
Das Bersohn [6] non X X
O'Reilly [7] oui X X
Armour Stone [10-11] non X X
Paviot Hoarau [12-13] oui X X
De Jeu [15] oui X x
Wrubel Voitlander [16] oui X x
Ramsey [20]

a) base limitee non X X X

b) base complete

(spectre continu)  oui X X X

La méthode de perturbation finie proposée par Pople, Mclver et Ostlund [14]
qui utilisent la méthode de Hartree-Fock couplée ne rentre pas dans le cadre des
méthodes envisagées précédemment, mais correspond a lutilisation d’une base
non singuliére.

Les calculs effectués a 'aide d’une fonction variationnelle possédant des
singularités [4, 7, 12, 13, 16] sont basés obligatoirement sur la condition de
stationnarité de E,, car les énergies de self-couplage sont infinies. D’autre part,
on est alors contraint d’utiliser deux bases différentes pour développer v, €t Yo,
puisque, avec une base unique, la condition précédente est équivalente & la
minimisation du self-couplage. Un tel procédé ne semble pas totalement satisfaisant.
Une des conséquences est la non convergence des résultats obtenus lorsque 'on
allonge progressivement la base comme le montre la Fig. 1.

Cette figure donne la variation de la constante de couplage en fonction du
nombre de paramétres variationnels pour la molécule H-D. Le calcul a été
effectué conformémenta la méthode décrite dans les références [12, 13].

La fonction d’onde utilisée est de la forme:

2m
Yio= W Yu Z FiuSi:wo0

avec

Fu= Y. dl ')
1

)= - ff)=Logryy fl()=rig’(k>2)
i

Pindice i repere les électrons. La fonction d’onde de I'état fondamental non
perturbé g, est la fonction de Weinbaum [23]. 7, est la distance de Iélectron i
au noyau de 'atome d’hydrogéne. La fonction y,, se déduit de la précédente en
remplagant H par D.

La méthode des perturbations de Ramsey, appliquée a une base compléte
ténant compte du spectre continu, telle qu'elle a été utilisée par Dutta, Dutta
et Das [24], peut théoriquement conduire & une bonne fonction perturbée.
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5. Conclusion

Il n’y a que si les fonctions perturbées yy, et ,, sont développées sur la méme
base que le minimum de I’énergie totale du second ordre correspond au minimum
des énergies de self-couplage et a I’état stationnaire de Iénergie de couplage.

Ce n’est que dans ce cas que le théoréme d’échange de Dalgarno s’applique;
on peut noter que, inversement, son application revient a admettre implicitement
qu’il en est bien ainsi.

La recherche d’une convergence des énergies de couplage conduit d’autre
part a choisir une base permettant aux fonctions perturbées de présenter une
singularité aux noyaux, de telle sorte que les énergies de self-couplage ne soient
pas trop éloignées de leur valeur de convergence.

Ces deux conditions font apparaitre que 'opérateur de contact de Fermi sous
sa forme habituelle (1) et (2) qui a été utilisé dans les travaux précédents n’est
pas adapté au calcul des constantes de couplage, par suite de la divergence de
Pénergie du second ordre.

il semble alors nécessaire d’utiliser un opérateur de contact, présentant une
singularit¢ moins forte aux noyaux, tel que celui obtenu par Blinder [26] &
partir de P'équation relativiste de Dirac et qui conduit comme 'ont montré
Power et Pitzer [25], 4 des énergies de self-couplage atomiques finies.
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