
Theoret. Chim. Acta (Berl,) 35, 243--250 (1974) 
�9 by Springer-Verlag 1974 

Etude variationnelle d'une double perturbation. 
Application au calcul des constantes 

de couplage entre spins nucleaires 
I. Partie Th~orique* 

Jean Hoarau et Jacques Paviot 
Equipe de Recherche de Physico-Chimie Th6orique Associ~e au C.N.R.S., 

Laboratoire de Chimie Physique A, Universit6 de Bordeaux I, France 

Requ le 20 juin 1973/8 mai 1974 

Double Perturbation Variational Study. 
Application to Nuclear Spin-Spin Coupling Constants 

L Theoretical part 

The influence of the perturbed variational function upon the calculation of a double perturbation 
is shown and the convergence of the results is analysed when this function is developed upon a basis set. 
In coupling constant calculations, the singularity of the Fermi contact term leads to a divergence if a 
correct variational calculation is performed. The different works concerning this subject are analysed 
and a method is proposed. 
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1. Introduction 

La plus grande partie des constantes de couplage entre deux spins nucl~aires 
N e t  N' provient de la perturbation du second ordre correspondant g l'op6rateur 
de contact de Fermi [1]. Par suite de l'isotropie du tenseur des constantes de 
couplage [2], on peut se limiter aux termes suivants: 

H 1 = # H l o + v H o l  (1) 
avec 

4fib I i [2:  T ~ N Nz H l o  : ~ AiNSiz 

4fib 
v = 7N'IN'~ Hol = 2 Am,Siz. 

3 i 

Les diff6rents symboles ont leur signification habituelle et AiN est pris 
g6n6ralement sous la forme limite propos~e par Fermi [1]. 

A m : 4 rotS(tiN ) . (2) 

* Ce travail fait partie de la th~se de Doctorat-~s-Sciences de Monsieur J. Paviot (Bordeaux t97 l) 
enregistr6e aux archives originales du C.N.R.S., sous le n ~ AO 2755. 
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La constante de couplage JNN" se d6duit de l'6nergie de couplage: 

ENN, -= hJNN,INzlN, z 

qui ne correspond qu'A une partie de l'6nergie perturb6e de second ordre. Cette 
6nergie s'6crit dans le formalisme de la m6thode de la double perturbation: 

E(2) = ~2E2o "[- v2Eo2 q- #vEx 1 = ENN + EN'N' + ENN" 

Si l'on utilise l 'op&ateur de contact sous la forme (1) et (2), les 6nergies de 
self-couplage ENN et EN'N, sont infinies [3], ce qui rend impossible un calcul 
variationnel correct. 

Un certain nombre de calculs ont cependant 6t6 r6alis6s par diff6rents auteurs 
[4-16]. C'est l'object principal de ce premier article d'analyser en d6tail les 
diff&entes m6thodes utilis6es. 

Nous emploierons par la suite le formalisme g6nbral de la m6thode de double 
perturbation, car les remarques suivantes peuvent ~tre appliqu6es au calcul 
d'autres propri6t6s du second ordre. 

2. Equations generales 

Nous nous proposons d'appliquer la m6thode des variations ~ une fonction 
de la forme: 

I/) = lpO 0 "[- ~1/)10 "-[- VI])O1 , (3) 

~Plo = Z akrPk et ~Pol = Z blcPl. (4) 
k l 

L'6tat non perturb6 ~Poo est suppos6 non d6g6g6r6 et les deux bases {Ok} 
et {cp'~} ne sont pas n6cessairement identiques. 

On peut alors d6velopper l'~nergie E d6finie par la relation: 

@lHoo + pExo + vHo~ - El ~p> = 0 

sous la forme: 

E = Eo0 +/AElo -t- vE01 + # 2 E 2 0  -k ]AVElI -[- v 2 E 2 0  . 

Un tel d6veloppement formel ne correspond v6ritablement aux diff6rents ordres 
de perturbation darts un processus variationnel que si les familles de fonctions 
d6finissant ~v 1 o et ~Pol n'am61iorent pas l'6nergie non perturb6e Eoo. Ceci implique: 

<WloIHoo - Eool Woo> = <WollHoo - Eool *Poo> = 0. 

C'est le cas pour le calcul des constantes de couplage des mol6cules/t couches 
compl6tes ~ cause de l'orthogonalit6 des fonctions de spin. C'est 6galement le 
cas si ~Plo et ~POl ont une sym6trie diff&ente de ~Poo ou, naturellement, si ~Poo est 
la fonction rigoureuse du syst6me non perturb& 
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On obtient alors: 

Eoo = (OooJHool Ooo) 

Elo = <OoolHlol 000) 

Eoi = (OoolHoll O0o) 

E2o = <OlolHoo -Eoo] Oto) + (Ooo1H10 - g l o l  OlO) + @lolH~o -E io l  Ooo) 

Eo2 = (0Ol IHoo -Eool Ool) + <OoolHo, - E o l l  001> "q- <0011Ho, -Eo l l  Ooo) 

Eli = (Ool [Hoo -Eool 01o) + (01olHoo -Eoo[ 0o1> + <OoolHlo- Elol Ool) 

+ (Oo, [Hlo - Elo[ Ooo) + (OoolHot - Eoi[ O1o) 

+ (OlolHo, - E o l l  Ooo). 

On notera que dans le cas des constantes de couplage 

Eio  = Eol  = 0  
par suite du spin. 

La minimisation de l'6nergie totale du syst6me E par rapport aux param&res 
variationnels ak et b t revient alors/t minimiser l'6nergie totale du second ordre E (2). 

On obtient facilement en d6rivant par rapport/i ces param&res les syst6mes 
d'6quation: 

-Eoo[  (oi) + 

- e o o l  + 

- Eool e)> + 

-Eool (oi)+ 

<(~ Ooo> 

<~~ -Eoi [  Ooo> 

(~~ [Hol - Eoll Ooo) 

(~~ [Hio - Elo[ Ooo> 

= 0 ,  

= 0 .  

(5-a) 

(5-b) 

On remarquera que la d6rivation des 6nergies de self-couplage E2o et Eo2 
conduit respectivement aux conditions diff6rentes: 

E ai (qgk[Hoo --  Eoo[ (~ + ((PkIHlo --  Elo[ 000)  ---- 0 ,  (6-a) 
i 

bj((o'r IHoo - Eool r  + <(o'r IHol - Eoll 000) = 0. (6-b) 
J 

Ces conditions correspondent ~ des minimums, car les variations de ces 
quantit6s au deuxi6me ordre 

62E2o = ((50iolHoo - Eool •O10) 

62Eo2 = (~O01 [Hoo- Eoo[ ~Ooi) 

ne peuvent &re que positives, puisque nous avons suppos6 qu'aucune des fonctions 
Olo ou Oo~ n'am61iore l'6nergie non perturb6e Eoo. 

Par d6rivation de l'6nergie de couplage g 11, on obtient: 

bj(q~klHoo - Eoo[ q))) + (q~klHO~ -- Eo,[ 000) = 0, (7-a) 
J 

a~ (q;l I/4oo - Eool q~) + <~o'l I/4,o - Elol 000) = 0. (7-b) 
i 
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I1 ne s'agit pas ici d'un extr6mum, mais d'un simple 6tat stationnaire, puisque 
le signe de la variation du second ordre 

& 2 E l l  --= 2(fhoollHoo - Eool &Plo) 

peut &re modifi6 si l'on change le signe de &Pol ou de &Plo. 
I1 est facile de voir que les conditions (5-a) et (5-b) ne sont g6n6ralement pas 

6quivalentes aux conditions (6-a), (6-b), (7-a), (7-b). En particulier les solutions de 
(5-a) et (5-b) doivent en g6n6ral d6pendre du rapport #/v contrairement/t  celle 
des 6quations (6-a), (6-b), (7-a) et (7-b). 

Cependant, si les deux bases sont identiques, on peut poser q~= q~k et les 
conditions (5-a) et (5-b), d'une part, et (6-a), (6-b), (7-a) et (7-b) d'autre part devien- 
nent elles-m~mes identiques. 

En d'autres termes, on n'est assur6 que le minimum de l'6nergie totale du 
second ordre E ~2) correspond aux minimums des 6nergies de self-couplage Ezo 
et Eo2 et / l  l'&at stationnaire de l'6nergie de couplage EI~ que si les deux bases 
{q~k} et {qo~} sont identiques (ou sous-tendent le mSme espace fonctionnel). 

Ce sera en particulier le cas si les bases pr6c6dentes sont complStes. La non- 
concordance de ces conditions et la d6pendance des solutions de (5-a) et (5-b) du 
rapport #/v apparait donc coinme un artefact dfi/l un choix d6fectueux des bases. 
Nous verrons cependant que les singularit6s des op6rateurs //lo et Ho~ ont 
souvent conduit les chercheurs/t un tel choix. 

On notera 6galement que, dans le cas de l'identit6 des deux syst~mes, les 
conditions pr6c6dentes permettent de simplifier l'expression de l'6nergie de 
couplage E~ 1 et d'6crire par exemple: 

E l l  : ( l p o l H o l  - E o l  [ 1/91o ) -t- (~plolHol - EOl [ tPoo) 

sans faire intervenir la fonction lpo 1 (th6or6me d'6change de Dalgarno et Stewart 
[19]). Cette propri6t6 n'est plus en g6n6ral satisfaite si les deux bases sont 
diff6rentes. 

3. Convergence des energies perturbees 

Soit E" l'6ncrgie approch6e calcul6e lorsque l'on d6veloppe ~Plo et ~Pol sur 
une m~me base {qh} de n fonctions qui n'am61iore pas les 6nergies approch6es 
d'ordre inf6rieur fi 2. D'apr6s le th6orSme des variations, E" est sup6rieure ou 
6gale ~t l'6nergie exacte, mais ceci n'implique pas de relations analogues pour les 
diff6rents ordres de perturbation, sauf si les fonctions d'ondes d'ordres inf6rieurs 
sont exactes. Cependant, comme le calcul revient /t chercher le minimum de 
E2o , Eo2 et E (2), on peut 6tre assur6 que, g chaque fois que l'on augmentera la 
base, on aura: 

En+I <E~o lt?n+ 1 < E ~ 2  E(2)n+ 1 _~< E(2)n 20 = L~02 ~- 

et, par cons6quent, une convergence monotone vers les valeurs limites E~o, 
Eo~ et E ~2)~ que l'on peut consid6rer comme les meilleures 6nergies perturb6es, 
au sens de la m6thode des variations, correspondant ~ une fonction ~Poo donn6e. 
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Pour l'6nergie de couplage, on a la relation: 

~Av(E~ +1 __ E~ 1) ~-~ - ]A2(E~;  1 - -  g ~ o )  - 1)2 ( E ~  1 _ g ~ 2 )  
soit: 

. - E l 1 <  - ~  

off q est une quantit6 n6gative si # et v ont le m6me signe. Ce n'est que lorsque t/est 
n6gligeable et tend vers z6ro que l'on a,/t la pr6cision consid6r6e: 

En+l ~En11 11 

Ainsi la recherche d'une convergence de El l conduit ~t choisir des fonctions 
perturb6es repr6sentant suffisamment bien les perturbations// lo et Hol pour que 
la quantit6 q soit effectivement n6gligeable. 

4. Analyse critique des calculs de constante de couplage 

Les remarques pr6c6dentes permettent de d6gager un certain nombre de 
conditions n6cessaires/t un calcul variationnel correct des constantes de couplage. 

Ce n'est que si les bases sur lesquelles sont d6velopp6es les fonctions 91o 
et 'go1 sont identiques que le minimum de l'6nergie totale du second ordre cor- 
respond au minimum des 6nergies de self-couplage et ~t un 6tat stationnaire de 
l'6nergie de couplage. Dans le cas contraire, on obtient un d6veloppement 
th6orique moins satisfaisant. 

L'6nergie El l  ne convergera de mani6re quasi-monotone, lorsque l'on tentera 
d'am61iorer le calcul en 6tendant la base, que si les 6nergies de self-couplage ont 
elles-mames atteint leurs valeurs de convergence. 

Ainsi, il est n6cessaire de d6velopper les fonctions '/ho et 'Pol sur des bases 
suffisamment bien adapt6es aux perturbations//1 o et Ho 1. Cette question constitue 
une des difficult6s majeure du calcul des constantes de couplage. Dans l'ap- 
proximation habituelle du terme de contact de Fermi [1], le calcul de la fonction 
perturb6e au premier ordre pour un atome [3] fait apparaRre que cette fonction 
doit comporter des singularit6s en l/tiN et Log riN,. L'inclusion de telles singu- 
larit6s dans les calculs mol6culaires conduit /t des 6nergies de self-couplage 
infinies et il semble pourtant que ce crit6re, li6/l la nature marne de l'op6rateur, 
doit atre impos6/~ la base de fonctions utilis6e. 

Compte tenu de cette analyse, on peut dresser le Tableau 1 dans lequel nous 
avons rassembl6 les caract6ristiques d'un certain nombre de travaux sur la 
constante de couplage de la mol6cule H-D.  Nous avons 6galement cherch6 
replacer dans ce cadre les travaux effectu6s en utilisant la m6thode des perturba- 
tions de Ramsey [20]. 

On voit qu'un certain hombre d'auteurs [-5, 6, 10, 11] utilis6 des fonctions 
perturb6es ne poss6dant pas de singularit6s. C'est dans cette cat6gorie que l'on 
doit placer 6galement les travaux utilisant l'application due /t Ramsey de la 
m6thode des perturbations avec une base r6duite. L'6nergie de self-couplage est 
alors tr6s mal 6valu6e et les 6nergies de couplage peuvent ne pas converger lorsque 
l'on augmente la base. C'est ce qui a 6t6 effectivement observ6 par plusieurs 
auteurs [12, 21]. 
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Tableau 1 

Auteurs Fonction perturb6e Crit~re 

Singularit6 Base Deux 63E2o 6~Eo2 dE n 3E u 
0 

unique bases 8a i c~bi cqal abl 
= 0  

Stephen [41 oui x x 
Ishiguro [5] non x x 
Das Bersohn [6] non x x 
O'Reilly [7] oui x x 
Armour Stone [10-11] non x x 
Paviot Hoarau [1~13]  oui x x 
De Jeu [15] oui x x 
Wrubel Voitlander [16] oui x x 
Ramsey [20] 

a) base limit6e non x x x 
b) base compl6te 

(spectre coutinu) oui x x x 

La m6thode de perturbation finie propos6e par Pople, McIver et Ostlund [14] 
qui utilisent la m6thode de Hartree-Fock coupl6e ne rentre pas dans le cadre des 
m&hodes envisag6es pr6c6demment, mais correspond ~ l'utilisation d'une base 
non singuli6re. 

Les calculs effectu6s /l l'aide d'une fonction variationnelle poss6dant des 
singularit6s [4, 7, 12, 13, 16] sont bas6s obligatoirement sur la condition de 
stationnarit6 de El l car les 6nergies de self-couplage sont infinies. D'autre part, 
on est alors contraint d'utiliser deux bases diff6rentes pour d6velopper lPlO et tp01 
puisque, avec une base unique, la condition pr6c6dente est 6quivalente /t la 
minimisation du self-couplage. Un tel proc6d6 ne semble pas totalement satisfaisant. 
Une des cons6quences est la non convergence des r6sultats obtenus lorsque l'on 
allonge progressivement la base comme le montre la Fig. 1. 

Cette figure donne la variation de la constante de couplage en fonction du 
nombre de param+tres variationnels pour la mol6cule H-D.  Le calcul a 6t6 
effectu6 conform6ment ~t la m6thode d6crite dans les r6f6rences [12, 13]. 

La fonction d'onde utilis6e est de la forme: 
2m 

lPX 0 = -~-Tn~FinSiztPoo 
o f f :  i 

Fin = ~ a~kff(i) 
avec k = 1 

1 
f~(i) = - -  fff(/) = Log rm ff(i)=r~Z(k>2) 

Fill 

l'indice i rep6re les 61ectrons. La fonction d'onde de l'6tat fondamental non 
perturb6 ~Poo est la fonction de Weinbaum [23]. r~H est la distance de l'~lectron i 
au noyau de l'atome d'hydrog6ne. La fonction ~Pox se d6duit de la pr6c6dente en 
rempla~ant H par D. 

La m6thode des perturbations de Ramsey, appliqu6e ~t une base compl6te 
tenant compte du spectre continu, telle qu'elle a 6t6 utilis6e par Dutta, Dutta 
et Das [24], peut th6oriquement conduire ~t une bonne fonction perturb6e. 
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5. Conclusion 

I1 n'y a que si les fonctions perturb6es ~P01 et tPlO sont d6velopp6es sur la m~me 
base que le minimum de l'6nergie totale du second ordre correspond au minimum 
des 6nergies de self-couplage et /~ l'6tat stationnaire de l'6nergie de couplage. 

Ce n'est que dans ce casque le th6or6me d'6change de Dalgarno s'applique; 
on peut noter que, inversement, son application revient/t admettre implicitement 
qu'il en est bien ainsi. 

La recherche d'une convergence des 6nergies de couplage conduit d'autre 
part /t choisir une base permettant aux fonctions perturb6es de pr6senter une 
singularit6 aux noyaux, de telle sorte que les 6nergies de self-couplage ne soient 
pas trop 61oign6es de leur valeur de convergence. 

Ces deux conditions font apparaitre que l'op6rateur de contact de Fermi sous 
sa forme habituelle (1) et (2) qui a 6t6 utilis6 dans les travaux pr6c6dents n'est 
pas adapt6 au calcul des constantes de couplage, par suite de la divergence de 
l'6nergie du second ordre. 

I1 semble alors n6cessaire d'utiliser un op6rateur de contact, pr6sentant une 
singularit6 moins forte aux noyaux, tel que celui obtenu par Blinder E26] /~ 
partir de l'6quation relativiste de Dirac et qui conduit comme l'ont montr6 
Power et Pitzer [25], ~t des 6nergies de self-couptage atomiques finies. 
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